Buckling Loads of Rectangular Reinforced Concrete Slabs (1) by 佐伯  利吉
鐡筋コンクリート矩形版の挫屈荷重(第1報)
その他（別言語等）
のタイトル
Buckling Loads of Rectangular Reinforced
Concrete Slabs (1)
著者 佐伯  利吉
雑誌名 室蘭工業大學研究報告
巻 1
号 3
ページ 429-452
発行年 1952-12-20
URL http://hdl.handle.net/10258/3011
銭筋コンクリート矩形版の挫屈荷重(第1報〉
佐 伯 利
Buckling Loads of Rectangular Reinforced 
Concrete Slabs (1) 
Rikichi Saheki 
Abstract 
Rectangular reinforced concrete slabs with uniform thickness may be 
巴oncideredorthogonally anisotropic plates. Adopting H. Marcus' assumptions 
on the elastic prop巴rties，in this paper， are reduced the formuJae for the 
buckling loads of plates of this kind subjected to uniform pressures on two 
pairs of sides. 
Also their numerical value日巴orrespondingto various boundary巴onditions，
side length ratios and rigidity ratios ar也 tabulatedto the aid of designing 
such structural members. 
1.まえがき
短形板の挫屈についてはすでに多〈の研究があるが，主として isotropicplateに関するも
ので anisotropicplate とLて各種の場合に治げる挫屈荷重の数値を庚〈算出したものは少
い。しかるに鎖筋コンクリート版にちつては.直交2方向に餓筋の量治よび、その配置屠が異な
るため，かような版は異方性板として取扱ろのがー居合理的で、あると考えられる。
本稿に沿いては問題を簡E互にするため，版の厚さが一様で、，かク雨謹各方向の鍛筋配置もま
たそれぞれ一様で・あるとする。すなわち鎖筋ゴンクリート矩形版を直交異方性板と椴定Lて，
建に平行た一様墨縮荷重による挫周荷重の公式左求め， .各種の雨方向荷重土ヒに封L挫屈荷重が
謹長rtたよび、版剛比によクていかに饗化するかをあきらかにしその数値表左作製Lて貫際設
計の便に資したいと，思ろ。
との種問題では境界保件によクてその童文皐的操作や計算過程に著しい繁簡の別あるととは周
知のととであるが，まづ比較的簡単で鹿用の買いものから始める。
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I. 基本方程式
a bを主霊長とする妊形版中心面の坐標軸を闘の
ようにとり，一様堕縮荷重 ρが♂軸の方向に叉 q
が y軸の方向に作FIJL，雨柑l方向。版剛度が等し
くないときの板の控み仰はそれが厚さに比して小
さけれぽ一一般に弐の式1)で表わされる。
f)4ω f)2ω 
D1ーごごア十 2D写一一「一可十D2U"，~:， +ρ一一一f)X"f)y'"' -oy→ f)X2 
十q24L二 0 ・… …・ ・….. … (1) 
f)y 
ただし D1 戸与 :ι方向の版のrlMfiれ
ょ-vxνy
(El) Dz= .~τっ土一 : y方向の版の曲げ剛ち
ょ-J"Ixvy
P 
ヨ
ん， })y:それぞれ X沿上び、 y方向の Poisson'sRatio 
D'l= 1/2 (ν.cD2十均D1)十2(Gl).cy
2(Gl)時: Torsional rigidity 
国一1
z 
P 
石む
句r
また H.Marcus2)は E 二 const.かク νは雨方向に等しいものとして22たの闘係を出してい
る。
D， = !!lx _ D.， = !!ly _ D" = ~\~.c士ly)-一一一1 1.-μ l.J2 --T二子， U3-E(1-d) 
とれには異論もあるがなむ将来の貫験結果にまクべきもので，今はとれに従ろ。
ょう℃
f)4ω f)"W ， 1-ρ I L 62ω 2W ¥ L蕊汁(l.c+ly)f)~2;y2 +1市工十一E (P ~;~ +q初γ)=
あるいは
4問。 f)"lW ，1-))2 /L f)2W ， _f)2ω 
コ示で+(1+k2)一三一一言一+か一一一十一一 (ρ一一一十 q一一一)=0・…・……一… (2)。仲 fjy2 I <" fjy4 I El.c ¥Y fjX2 I 'i fjy2 
ただしが=士
さらに
一
ρa2(1ー ν2)
一京El:
J (dimensionの無い敷)
1) M. T .Huber: Bauing. 1923， Heft 12 u. 13. 
2) H.Marcus: Die Theorie elastischer Geweb巴 undihre Anwendung auf die Ber田 hnung
biegsamer Platten， s.105. 
(118 ) 
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とすれば(2)式はヨたのよろになる。
4ω 。(j4ωPπ2( fPω (j2ω¥_ 
一ーで+(1十が)一一一一+k2ー:1/114 十一一一一(一一一十α一一一)ー 0・..・H ・-…ー…・・(3)U山 dX2dy2". dy4 ' a2 ¥ dX2 ，~ dy2 J 
ただL Pf 
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今後との公式を使用する。なた以下に沿いては b孟aを探るととにするらか lxとんしたが
てコてが<1である。
II. 四選共!こ車純に支承される場合
との場合はすべての境界保件は
日 sin子 msin1わ.，.…・ ・・・・ ・ …・・ (4) 
A=const. (m，n=1，2，3，'…一…)
によクて満足される。
とれ左 (3)式に代入すれば
A{ m;が仰2n2押4， '0 n"1;r4 Pπ2 ( m2;r2 n2π2 ¥ 
a4 十(1+が)"~司「十h214dl7「十α b~' ) 
を得る。 (4)式が恒等的に零でないためには
mπ n;r ^ ×SIn-Jm SIn-zν=u
φ岬 4 .岬古制2 414 P I φ明虫 明 2 ¥ 
去十(1+k2)号去十が示ーをゆ +α一位)=0
とれより
nヨ，.，4
m4十(1十炉)m2n2 ~2 十かが三τ
P=一一一 uo 
u …-….....・H ・..・……・・H ・H ・...・H ・.・H ・..(5)
m2十αn2b云
Pを挫屈荷重と呼ぶととにする。
1. α豆1の場合
とのときは Pの最小値は m=l，n=lのとき起る。すなわち挫屈面は mν 雨方向とにも
牛波形となり
rt2 /14 
1+(1+か)三三一+が竺ーb2 ". b4 Pmin一一一一一一つ一一一一一…H ・H ・.................................................… (6) 
1十αーら}." 
ち友みに，が=1すIi-.わちん=l.eのときは
(1十芸f
Pmin=-一一七十
1+αす
(119 ) 
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さらに b=∞では
Pmin=l 
したがクて
n2Elx 押2EI
pminzt雨戸 lTL(ν=0とすれば)
とれば長さ αだ:る一様断商の棒に封ずる Euler挫屈荷重で、ある。
公式 (6)によって Pminの値を α=0， a=0.5及び、 α=1とLて計算したのが，それぞれ
表-1(A)，国表一l(A); 表-1(B)，園表ー1(B)沿よび表-1(C)，圃表-1(C)である。
表~1 (A) 公式 (6)に上る R叫%の値 (q=ο)
い!と
1.0 
0.9 
0.8 
0.7 
0.6 
0.5 
0.4 
「・， 1'" 
e7.5' 
1. 00 1.12 
4.000 3.230 
3.800 3.087 
3.600 2.943 
3.400 2.800 
3.200 2.657 
3.000 2.514 
2.800 
1.25 1.50 1. 75 
2.690 2.086 1.760 
2.585 2.022 1.716 
2.480 1. 958 1. 673 
え375 1.894 1. 630 
2.270 1. 830 1.586 
2.165 1.766 1. 543 
1. 701 1. 500 
国表-1 (A) 
I 1.1. /.2:雪 λ5" /.7:き I!.IJ 2，5' 
(120) 
2.00 250!300 
1. 563 1.346 1. 235 
1. 531 1.327 1.222 
1. 500 1. 308 1.210 
1. 469 1. 290 1.198 
1. 438 1.271 1.185 
1.406 1.253 1.173 
1 375 1. 234 1.160 
.;，IJ 
3.50 00 
1.161 
1.152 
1.143 
1.135 
1.126 
)s-. %: 
ヤ!と
1.0 
0.9 
0.8 
0.7 
0.6 
0.5 
0.4 
3.p 
/.~ 
、
P.f 
1. 00 
2.667 
2.533 
2.400 
2.267 
2.133 
2.000 
1.867 
ι. 
{IT/Jn 
1.12 
2.309 
2.207 
2.105 
2.002 
1.900 
1. 797 
1. 695 
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表 1(B) 公式 (6)による Pminの催 (q=0.5p)
1.25 1.50 1.75 2.00 2.50 
2.038 1.707 1.513 1.389 1. 246 
1.958 1.655 1. 475 1.361 1. 229 
1.879 1.602 1.438 1.333 1. 212 
1. 799 1.550 1.401 1.306 1.194 
1. 720 1. 497 1.364 1.278 1.177 
1.640 1.444 1.327 1.250 1.160 
1.560 1.392 1. 289 1.222 1.143 
国表-1 (B) 
f宮妥/。
/ /./; /.f~ /.1" /.7S" 2.‘。 Zダ .:'.0 
(121 ) 
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3.00 3.50 C泊
1.170 1.124 I I 
1.158 1.116 
1.146 1.107 
1.135 1.099 
1.123 1.090 
1.111 1.082 
1.099 
b/α 
36" 
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表-1(C) 公式 (6)による Pmi渦の値 (q=p)
〉そそ 1.00 1.12 1.25 1.50 1. 75 2.00 2.50 3.00 3.50 。
1.0 2.000 1. 797 1.640 1.444 1.327 1.250 1.160 1.111 
0.9 1.900 1.717 1.576 1.400 1.294 1.225 1.144 1.100 1.073 
0.8 1.800 1.638 1.512 1.356 1.261 1.200 1.128 1.089 1.065 
0.7 1. 700 1.558 1.448 1.311 1.229 1.175 1.112 1.078 1.057 
0.6 1.600 1.478 1.384 1.267 1.196 1.150 1.096 1.067 1.049 
0.5 1.500 1.399 1.320 1.222 1.163 1.125 1.080 1.056 1.041 
0.4 1.400 1. 319 1.256 1.178 1.131 1.100 1.064 1.044 
関表-1 (C) 
P同制 f{，=ノb
2グ
? ??
?
??
?
? ，
?
??
?
?
?
λ7雪之e 3，d" 
b/α 
/.~ 
/.d 
2. α>1の場合
特に ρ=0では α=∞となるから (5)式を用いるととができない。とのときは P の代りに
Q-qd(1一以)一ーポElx
~挫屈荷重とすれば
P=sQ， αP=Q ただし 。=t
であるから，
Q 
..2 ..4 
m糾4斗叫十刊(肝1μ+吋哨州h炉的2り)m2
8mz+nzf; 
…・(7)
とれは m=lで最小であるから
(122) 
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1+(山 )n2芸+hzn4
Qmin== ‘亡す一一一一三一...・H ・..・H ・H ・H ・.…・H ・H ・.…..・H ・..・H ・.(8) 
β十が言τ
n にクいては β 及び、 k~ の値に躍じてヲたの閥係式 (9) によって n から n十 1 に移行して Q
の最小値が得られる。すなわち blαが噌すときは ν方向には挫屈面。宇波形教が増して挫屈
を起すのである。
色一一一一 2k
2n2(n+1)2 
a2 )/ s2k4{n2十(n十1)2}2-4k2n2(n十l)2{s(l十が)-1}-sk2{n2十(n十1)2}
との値が存在するには
s(1十が)く1
なるととを要する。
i) s==0.5すなわち ρ==0.5qのとき
……(9) 
β<0.5に沿いてがのすべての値に封して (9)式の blaがあり，n==1より n==2に移
る黙はヨえの衰のごと〈である。
ι中川L2J2
(8)式によヲて Qminの値を求めると表-1(D)治よび国表-1(D)を得る。
表-1(D) 公式 (8)による Q晴朗の値 Ip==0.5q)
)そ!と 1.00 1.12 1.25 1.50 1.75 2.00 2.50 3.00 3.50 。
1.0 2.667 2.490 2.359 2.209 2.129 2.083 2.039 2.020 2.011 2.000 
0.9 2.533 2.379 2.267 2.141 2.077 2.042 2.011 2.000 1.996 1.995 
0.8 2.400 2.269 2.175 2.073 2.024 2.000 1.983 1.980 1.981 1.980 
0.7 2.267 2.159 2.083 2.005 1.972 1.958 1.954 1.960 1.966 1.954 
0.6 2瑚三昨日1.919 1.917 1.926 1.937 1.919 1.917 0.5 2.000 1.867 1.875 1.898 1.869 1.867 1.866 
0.4 1.867 1.815 1.833 1.807 1.801 1.815 1.800 
(123 ) 
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国表-1 CD) 
Qm/Il 
『陶画『・・ー幽ー・--一一
P畠去1
?， ??? ?
? ?
????? ?
?
??
??
??? ?
??
?
?
?
? ?
，? ，?
???，?
〆?置ス
:1.!i 3d j5"~ blα 
国表によクてあきらかなるごとく，がの特定の値に沿いて Qminは bfaが増すと漸減し極
小値を経てさらに増加するが，上記の黙で宇波形童文が10多い挫屈商の形をとそコて再び降下す
る。
その極A、{立は
Qmin(が)=1十Vk2(2-k2)
で興えられ，最初に起る bfaの値とともに下去のよろにたる。
k~ 
QnlÍll(k~) 
bla 
0.4 
1.800 
1.414 
i) s=Oすなわち ρ=0のとき
式(めから求めた Qminの値が表-1(E)治よび、国表-l(E)である。 との場合挫屈面の
ν方向にたける宇波形教が nから n十1に移る bfaの値は
←両両干I了
で定まり，次表のごとくなる。
(124 ) 
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? ー
??
1.125 ????
1. 948 
2.755 
また特定の炉にクいての極小値 Qmin(k)2は
Qmin(kZ) = (1十が)
であヲて，その最初にたとる bjaの値とともに下表に奉げる。
k' 
QIUill(k雪)
b/a 
0.7 0.4 
2.665 
1. 591 
* 第2悶目におこる値
表 1(E) 公式 (8)による Qm仰の値 (p-=O)
云ぞ!と 1.00 1.12 2.00 2.50 3.00 3.50 00 
1.0 4.000 4.052 4.203 4.340 4.072 4.000 4.134 4.000 4.072 4.000 
0.9 3.800 3.872 4.039 4.063 3.841 3.800 3.890 3.800 3.841 3.797 
0.8 3.600 3.692 3.875 3.785 3.611 3.600 3.646 3.600 3.611 3.589 
0.7 3.400 3.512 3.711 3.507 3.380 3.400 3.402 3.400 3.380 3.373 
0.6 3.200 3.333 3.527 3.229 3.149 3.200 3.158 3.200 3.149 3.149 
0.5 3.000 3.153 3.171 2.951 2.919 3.000 2.914 2.951 2.919 2.914 
0.4 2.800 2.973 2.815 2.674 2.688 2.744 2.670 2.674 
IV. 遺 x=oおよびx=αか固定せられ
他の2謹が単純に支承される場合
との場合には，X"を xのみの函童文とし
nπ w=X" sin 'b'-y'"・H ・...・H ・...・H ・H ・H ・..………...・H ・...・H ・.…..・H ・...・H ・.(10) 
と置けぽ.y=o治よぴ、 ν=bに封ずる境界保件は満足せられるから， とれを基本微分方程式
に代入すれば，
{J4y nヨπ2 d2 X" . '_0n'1;r4 "tr ， Pπ2 I d2X叫がπ2 '1:')'" ¥ 
万五工Lー (1十が)]「7t+hdfX仰十7「(7Fーαヲ~X，，)
(125 ) 
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Q".，唱
圃表-1 (E) 
1. 
"-3 ""'4 
25" 
/ /./2，/-11" /.1" /.7J" 211 ~.ç 3.1 3.S・
blα 
とれから
d4X"， f 1， '_9' n2ポ ポ Id2X" ，1。げが がが¥~d;:' -~(1+か)7「-P子j7F+リ]「-d云Z'b2 ) X"，=O… (11) 
未知画童文 X"はとの方程式を x=O;;Jなよぴ、 x=αに封する境界{傑{牛が満足されるよろに解
くととで決定される。 (11)式の特性方程式は
μ4ー {(1+k2)ゲ -PZL)山(ペ手 -aP蒜 )=0
ゆえに
が=+[(1+k2勺三一P云
ザ石両竿-P7Ljz-4{4i-αP諾J]
ZL[(1十WF-hd{(1+wt-pf-4{制手-αPn2_~: )] 
π，2 (;'，2 
a2 (えら2
となげば共の4つの根をえる。
(126 ) 
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押 2 押 j， 土ラL，士一宏一
ただし
かオイ(1+切手-吋{(1+k2)n手-Py-4 {k2n;手一仇2 ~: } 
…(12) 
よって (11)式の一般解は，んヰ;.，/ならば
qτ且" <τλ怜伺)Jn '1τλ'n 
X，=Ae“n+Beαz+Ceax+DeαZ 
積分常童文 A.B.C.Dは謹 x=Oj号よぴa=aに封ずる境界保件によって定められる。
上記の解は別に次のごと〈書〈ととができる
(1 x\.~.. .(1 X¥... • ..11 畑、X，=A cosh πんはトーーー)+Bsinh7r;'，( ;トー~ ) +A' cosh 7r;"，，(ー 十一二と1¥.:; a J '. .:; a I ¥ ;乙 a/ 
十B's凶 π.1'，(すーす)・ ・・・(13)
したがって
ω= {A coshπん(ι-f)+Bs凶 7rAn(+ーを)+A' coshπ』~l-1)
1 、一一 ¥一一 ， .:; a / 
I‘X，】 nπ千B'sinh 7r;'1二(す-77jjSIn-FU…H ・H ・-…-……・-……(14)
境界保件
カミら? ?
????
?????
、
で
A coshJLIJB sinhEム+A'cosh~み川B' sinh ~ ;'，/=0 2 Iln 1 ._， loJ.I，..I..I.J.... 2 '17~ I J.. VV.:J.I..L 2 
A An S凶すん+Bi."cosh;ん+A';'，/sinh号;.，/十はBν';，/c∞osぬh?;f』みん?泊，.'=0
A cosh~仁』ん怜一Bs討inh三~;.十A'勺cosh ~ ;.2η2 
π.π Aんsinh': .1んω 一 B;.η cosh~;'，， +A'仇;.，/ sinh~;'，/一 B'句』ん泊，/cosh ': ;. 三r-All， T~ A?ηるづf'Ln -U Iln vV~112 11. n -v J 
すなわち
AcoshすいA'c叫号ν=0
Aんsinh2ん+A';'，/sinh~ ;'，/=0 
B sinh ~ An+B' s凶 J21J=0
βん∞shすみる十B';'，/cosh ~. ;'，/=0 j 
( 127) 
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との解の1っとして
A==O， B==O， A'==O， B'==O 
を得るが，との場合には ωは恒等的に零となり，挫屈は起らないとと Lなるから， との場合
左除外して (a)の闘係が成立っためには
∞shすん cosh :z 1.，/ '・
ん sinhすんみJsinhJ217J
なるととを要する。
あるいは整理して
S凶号Iη sinh号
× ==0…………(15) 
ん coshすん1.，/c叫 J21J
』怜tanh:z 1.泊-1.，/tanh .~ん， ==0・・・…… …... …・………… 一………・…一 ・…・・ (16) 
2 
または
ムJtanhJEAr198tanhす1.，/==0 ・ ・ H ・H ・.，.・H ・H ・.・H ・.・H ・(17)
のいやれかピ必要で、ある。
1."，んJには Pが含まれているから，との式を解くととによって P の値を算出するとと
カ宝できる。
式 (16)佐採れぽ
B==O， B'=O 
とたるから
ω== {A cosh7l:1." (す-~ ) +A'cosh 71:1.，/(すぐ)}sin子ν
しカミるに
cosh引を-勺旦)= cosh 71:1." (すーか
たるととカミら
ω(a-x)==w(x)…...・H ・...・H ・...・H ・H ・H ・..……(b)
すなわち国一2において C，C'2黒占の提みは xD1i自に拘
わら十・相等しい。 ゆえに (16)式は挫屈面が Z の方向に中
心線 x==aJ2 に闘してil'~稽的むるときの挫屈僚件式であり，
または7)式をとれば
A==O， A'==O 
箇-2 
』子!
w(a-x) = -w(x)…..・H ・-・…・....・H ・H ・H ・-・…...・H ・.，…..・H ・...・H ・...・H ・H ・H ・.…(c)
となるから， (17)式は挫屈両が中心練 x==aJ2に関して斜封得的とたる場合の傑件式なると
(128) 
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とを失日る。
闘-3 
金ヰ埜オ事詩型j 正樹縞型
←ミ~孝一
十iざさ入丸、:_~ア学
すなわち (16)式より得られる挫屈侍童は挫屈酉が♂方向に偶敢ο宇波惨を有するときの
値で， (17)式によるものは奇数字波形。場合である。したがクて， (16)治よび (17)により
α， kヨ.b!aの特定il主に3討する挫屈荷重を求むるに営つては，n==l， 2， 3・H ・H ・-・〔挫屈面の ν
;方向の宇波形童文)に封ずる (16)な上ぴ、(17)式のそれぞれの根 P1，P2， P3・H ・H ・-・治よぴ、
P/， P2'， P/...・H ・..の内最小のものが第1弐の挫屈荷重 Pminである。
お:沿 (12)式は
ん 1 1 /←ー←了一
"，}== -.7. ./ψ士vl8 ・H ・H ・-……・・・・ ・・……....・ H ・....…・…… H ・H ・-… H ・H ・-… (d)}.，/ J -1/2 ，v 'f' :r: V 
の形に書けるが， (16)又は (17)式を解〈に営つては一躍。言。の 307)場合を別に考えて
置く必要がるる。
a) (}>Oのときはんヰ}.，/であってとの鮫定のもとに (16)治主び (17)式が導かれたの
である。
b) {}==Oのときは}.，/==んしたがって
r. 1 • ( 1 x ¥ . ~ .. . (1 x ¥. (.， 1 • ( 1 x ¥ w== I A coshπん(ー 『 一一 l+Bsinhπ}.n(一一一一一i十xlA'coshπんπ(一一一一一)L.L..V\JV~ J. '，"n ¥ 2 -a I I ..&-' u..L.I.1J， ''' ¥.2 a ) I elVi "'."''"'V...I'']U. ¥. 2 a ) 
十B'si油叶ーす)}] sin ~7r 
となり，境界俸件を用いて積分常童文7)すべてが零でないために
(sinh π1何十 π}.n)(sinhπん一πん)==0 
が必要となる。第1国教をとれぽ挫屈面がm方向に中心棋に闘して封稿的な場合に，また第2
因童文をとれば斜封稽的な場合に営る筈であるが，いやれもみる==0以外に解:;;ttJ:ぃ。しかるに
}.，/=ん==0に封する特定方程式の4棋は等しくなるから
ド (A+Bx+Cxヨ十DZ3)sin-27u
となって，A==B==C==D==Oの他には常童文聞の開係は得られない。
c) {}くOのときは
(129 ) 
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;:F)=VF百万=o:l i1J! ただしのイピI~+ψ， 1J! :=.!i/戸平一ψ
J:ク-c(16)なよび、 (17)式は
1J! sinh πo土osin r:1J! = 0 
となる。あるいは
o 1J! 
一一一一-sinh πのーム sinπ1J!
r 2 ， 2 
とれもまた o=1J!=Oしたがタてん'=;1，戸Oの他に解はない。
結局 (}>Oの場合。み解が得られるから挫屈荷量を求むるには(16)または (17)式D根を
求むれぽよい。一般にとれらの式が解左有するためには少くとも 1項は三角函数とならねばな
らねから， (d)式に沿いて ψ 下/子くOすたわち
1/7r>ψ...・H ・...・ H ・......・ H ・..・ H ・-…....・ H ・-…...・ H ・.，・ H ・-… H ・H ・-……....・ H ・.(e) 
とれば fJ>Oとともに P のード界を定めるととに在る
1. α=1すなわち q=ρの場合
(12) 式より
山 j，ん'=J k2n2子F
とれを (16)式に入れると
nfLtanhfLnfL-J h2nヨfL-PtanhfLJ Fnヨ r;.~ _p =0・H ・H ・-… (18) b --- 2 'v b N 'v ，. b2 ~ -------2 N .v，. b2 
とくに炉=1に封しては
みる=nf，Inf=ρ23L-P 
したがクて
nftanhfnf-ρョ7L-PtanhfJ手二トo 側
となり井口博士の公式古川・致ずるe
とD場合。 Pminは挫居商が m方向に翠一波形のとき得られるととは計算によクてあきら
かであるから， (16)式を用いた (18)式によって Pminが求あられる。そ0第2項が三角函教
であるためには
P>仇 27L
ゆえに
3) 北大紀要 vo1.4 (1938) No. 4， P ，348 
(130 ) 
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づtan寸nf+jp-wfftan?/P-w手=0 側 F
とれで得られた Pminを表ー2(A)主主上び、国表-2(A)に示す。
表-2(A) 公式 (18)'による P回 inの倍 (q=p)
下耳 1.00 1.12 1.25 2.00 2.50 3.00 3.50 。
1.0 3.830 3.778 3.759 3.768 3.795 3.825 3.759 3.768 3.768 3.757 
0.9 3.730 3.698 3.695 3.724 3.763 3.730 3.695 3.724 3.694 3.694 
0.8 3.630 3.619 3.631 3.679 3.690 3.630 3.631 3.630 3.621 3.618 
0.7 3.530 3.539 3.567 3.635 3.559 3.530 3.567 3.530 3.547 3.530 
0.6 3.430 3.459 3.503 3.498 3.429 3.430 3.441 3.430 3.429 3.424 
0.5 3.330 3.379 3.439 3.320 3.298 3.330 3.297 3.320 3.298 3.297 
0.4 3.230 3.300 3.212 3.142 3.168 3.173 3.153 3.142 3.153 3.142 
E防
闘表-2 (A) 
3.dL←一 一一一
/ I./Z 1.1S .1:ヲ 1.7S' ~O z.グ 3，0 :J，S-ゑ
(131 ) 
444 佐伯利 亡b'"・
国表に沿いて見るごと<: nにてコいては bfaが増大するに伴ぃ，順弐 n=l，n=2，……… 
に封して Pminが得られる。すなわちν方向には漸弐宇波形。多い挫屈面を採るとと Lなる
のであるが， ん， ん， ，カ!najbのl歯童文であるから各かに封ずるrt主線は b/aの大くなるきに
つれて偏手と友り .bja=∞に主まける Pminの極限値ば下表に示す Pmin(k2)の値をとる。表
はがの特定値に封ずる Prninの極小f宜主テよて;:その最初に起る biaの概値である。
k' I 1. 0 I 0.9 I O. 8 I O. 7 I O. 6 I O. 5 I O. 4 
Pnull(k2) 3.757 I 3.694 I 3.618 I 3.530 I 3.424! 3.297 I 3.141 
b{a 1 1.33 I ].19 I 109 I 1.0o I ]. 85 I 1. 70 I 1. 50 
2. α=0 (q=O)の場合
(12)式は言えのよろになるe
40弘、 1 / _" I ， _ "。、! _ --/ ，. • '"' 0 a- ~ / f._ • '0 " a占 1f ，_ "0" a占}
ん'J=子計 (1+が)n27-P土下1 (1+k)2n2 b2-PJt (1-k)2什 2-PJ
・・ (20)
との場合は n=lに艶γる上式の 4u.4，/を(16)式に代入したときの根。最小値が第1弐
の挫屈荷重となり.x方向にも ν方向にもともに単一波形の挫屈面をとる。
t丁、治 (e)式により
P>(川 )2去
であ'るから
;. tanす4-;"tan~ .i'=O 1 
， 一一一 )………(20i' fl.l.L- 4) 1/一一一一一一一「一一 千 一一一一γ 一{
rj=;7予/P一(山)干I{pー(1+k)2~: } {p-(日 )2b汁)
の根を求めるとと Lなり，計算の結果表 2(B)む上び国表-2 (B)が得られる。
bfa=∞に沿いては
〆子 tan?〆P=O
となり ，P=Oを除外して Pmin=4を得る。
3. ρ=0の場合
とのときは III-2.に1なげると同じく P の代りに Q を用いて (12)式を書きかえると。
ん 1 1 a I一一 /一一一一一一一一一一一一
んF)=1777イ(山)が-sQザ{(1+k2)nLsQf -4n2(k2n2-Q) 
とれに s=Oとして
ん:'}=v ~ J ，(=汚イ(1十hwfL土n~ JCrーが)2n27+4Q 仙
(132 ) 
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表-2(B) 公式 (20)'による P叫 u の伎 (q=o)
~a 1.00 1.12 1.25 1.50 1. 75 2.00 2.50 
1.0 6.743 6.068 5.586 5.037 4.733 4.547 4.339 
0.9 6.569 5.941 5.492 4.978 4.692 4.517 4.321 
0.8 6.396 5.814 5.397 4.918 4.652 4.488 4.303 
0.7 6.222 5.687 5.302 4.859 4.611 4.458 4.285 
0.6 6.048 5.560 5.208 4.800 4.570 4.428 4.268 
0.5 5.873 5.433 5.113 4.741 4.530 4.398 4.250 
0.4 5.699 5.306 5.019 4.681 4.489 4.369 4.232 
'&n 
7.tJ 
国表-2 (B) 
d:p 
4.5 
4ρ 
3.5 
/λ/1パ2!> /.!) λ75" 20 ，2.5 .:J.O 
(e)式によヲて Q>k2n2a2jb2 
3.00 
4.231 
4.219 
4.207 
4.195 
4.]83 
4.171 
4.159 
3.50 
4.160 
4.151 
4.142 
4.134 
4.125 
4.116 
35 
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計算を行ろと，すべての nゐよび、 bjaの官官.に封して Qminは式 (16)でえちれるから，挫
屈面は XJ)方向に単一波形をなす。 Uの方向については bja=lにむいてすでに n=2のほろ
n=lよりも小なる Q を興え，bjaが増ずにクれて nが大き〈なクて Qminがえらがれる。
計算の結果は表-2(c)治上び国表-2(C)に示すとろりである。
また各 k2にクいて極小値 Qmin(k2) 治よびその最初に起る賠 bjaの概値は共表J)通りで
ある。
( 133) 
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表-2(C) 公式 (21)による Q制加の値 (p=o)
Vそ!と 1.00 1.12 1.25 1.50 1. 75 2.00 2.50 
1.0 7.691 7.220 6.999 7.117 7.112 6.971 6.999 
0.9 7.174 6.783 6.623 6.818 6.699 6.627 6.623 
0.8 6.657 6.345 6.248 6.531 6.287 6.282 6.248 
0.7 6.139 5.907 5.872 6.139 5.877 5.937 5.872 
0.6 5.621 5.469 5.497 5.621 5.460 5.596 5.497 
0.5 5.102 5.031 5.121 5.102 5.047 5.102 5.102 
0.4 4.584 4.594 4.745 4.584 4.633 4.584 4.584 
反恥 国表-2 (C) 
4.，tJ 
I 1.12 ;:2ダメ~ /.75 ，2P 2，5' 、3，.i'
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0.4 
4.570 
1. 05 
3.00 3.50 
7.055 6.998 
6.658 6.677 
6.262 6.266 
5.865 5.874 
5.467 5.460 
5.070 5.047 
4.584 4.584 
。
6.971 
6.618 
6.248 
5.864 
5.460 
5.031 
4.570 
dグ劣
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曲線ゎ模様は II-2.の ρ=0の場合と似ているが荷重方向の2謹を固定した本簡の場合は
とれ左車純に支承ぜるときよりも nの増しかたが急:速である。 すなわち挫屈面の波長が小さ
くなる。
との場合には
V. 遺 U口 Oおよび ν=b;S，固定せられ
他の2遣が車純に支承される場合
目前Sin27mH・H・…-….......•.• ....••...... .... .•.•. ......... '"(:か
と置いて前節と同様に扱ろととが出来るから
1 1 b / I υマヨ云可(山)m2一αP土l{ (1+k2)mz_apV一山(m2-P)
・・・ e・(23)
として
ω= {A cosh叫(-} -~ ) +B sinh 7r Am (すーす)+A' coshπAm'(-}-~ ) 
十B's凶 πんn'(すーす)}sin与Lm - (24) 
が得られ，境界保件を用いて4個の積分常童文のすべてが零でたいために
π Am tanh三Fんーん'tanh三ZAJz0・・・・・・・…・……-……………..，・H ・..……・...・H ・(16)'
または
π Am'tanhi-A柿ー んtanhTん'=0・・・……...・ H ・H ・H ・"………...・ H ・H ・H ・-…....・ H ・.(17)' 
が必要で・あるとともあきらかであり，またその意味も (16)治上ぴ、 (17)と同様で、ある。
1. α=1 すなわち q=ρ四場合
式 (2めから得られる
Am = }!_j亙2_p
a V kヨ んF=mJ;
を (16)'式に入れて
一一←tanh-7J1「 -mtanh-m-20 (25) j7J πb 矛才 π b k2 "~..u 2 a ltI k2 .v "~U" 2 . a 
との場合には挫屈面がx，ν雨方向ともに翠・波形をなすとき Pminが得られるから (16)'
を用いた0であって，m=lに封ずる計算値は表-3(A)沿よび、国交-3(A) に示す通り
である。
(135 ) 
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表-3(A) 公式 (25)による P:rnitl の値 (q==p)
向 I1. 00 I 1.12 I 1.25 I一戸75下…1-;川3.00I 3.50 I∞ 
1.0 3.830 3.131 2.613 
0.9 3.547 2.918 2占452
0.8 3.264 2.705 2.290 
0.7 2.981 2.492 2.129 
0.6 2.698 2.279 1.968 
0.5 2.415 2.066 1. 806 
0.4 2.132 1.852 1. 645 
J1"，." 
-1.tl 
25' 
2.1) 
/.タ
ιe 
/ I.IZ /.a /.6 /.75" 
2. α=0すなわち q=Oの場合
と(/)ときlま
2.010 1. 679 1.481 1. 273 1.177 1.120 
1. 909 1.611 1. 433 1.246 1.159 1.108 
1.808 1.543 1. 385 1. 218 1.142 1. 096 
1. 707 1.475 1.ilS7 1.191 1.124 1.084 1. 000 
1. 606 1.407 1.289 1.164 1.106 1.072 
1. 505 1. 339 1. 241 1.137 1. 089 1.060 
1. 404 1.271 1.192 1.109 1. 071 1. 048 
闘表-3 (A) 
t[-:'Iρ 
長毛
2.5 .3，0 3タ
Am、 1 b j- /一一一一一一一一一一一一
~;~ } Y-Zk2 -;;イ(1十k2)m2ザ (1ー が)2m4十仰m2P ...........................(26) 
計算の結果 U方向に翠一波形のとき Pminがえられる。 すなわち (16)'式によるのでる
るが，必の方向にクいては bfa==1， k2キ1に封L-m=2 (24三波形)でまづ挫屈するととを
示す他はワねにm=lで Pminがえられる。
Pminの下界は m2に封癒し，bia=∞にたける Pminの極限値は1となる。 (26)より得た
値は表-3(B)治J:び国表-3(B)のごとくである。
(136 ) 
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〉¥?4100l 112l竺_\_~と\ 175 ¥ 2.00 ¥ 2.5o ¥ 3.0日竺ど
1.0 7訓 11
0.9 7.439 
0.8 7.187 
0.7 6.689 
0.6 6.049 
0.5 5.410 
0.4 4.769 
究or.t
a.d 
7，17 園表-3 (B) 
空=0・
/。
3.t? 
之O
/.() 
alJ 
fλ'f2λ.21" メ宮 /.75 J!." 2.宰・ a，t1 受託
3. ρ=0の場合
との場合は P を Q で置きかえると
?、 1 b 一一一 一一干二二二二二
;;片言云 ~Ý(叫が)m2 -Qザ{ (1十k)2m2 -Q}{ (日)2m2_Q}
..........・・・・・・・(27)
計算によると，m=lすなわち m方向には車一波形て Qminが興えられるが，y方向に
(137 ) 
450 佐伯利 吉
は bJaの増加にクれて順戎牛波形教を増すととがわかる。
との際は Q>(1+k)2であるから (16)'たよび、 (17)'式は
(Am tan ~ Am-Am' tan+.lm')(π ん ~..l ') ( Am' tan んーん tan-~ν) =0 G 同 )¥" LClU 2 
;rl=jF行十(1岬)土J{Q-(瓦而ム二ムk)2} 
? ?、 、 ? ?????
、? ? ? ? ? ? ? ?
となる。第I治J:ぴ第2因子左零と置いたものがそれぞ礼(16)'および(17)'式であるが，
bJaの小なるときは (16)'によクて Qminがえられ bjaが増すと (17ノにJこる Q が小くな
り，さらに進むと再び (16)'による Q が小くなる。との学技童文を異にする境界線は雨式が同
時に零となる鮪の軌跡であクて，最初に i.m'=l，Am=3ヲたにはん'=2，ん=4第3呑にほ
ん'=3，ん=5…・・・……で決められる。すゑわちんF とんとかJともに奇数c!:友るか偶数とな
るととにより tan~んと tan ~ Am'とが同時に無限大もしくは零となるときである。故に-2 
般に宇波形教nから n+1に移る黒占は
(bz-2hW4)(1+か)(n2-1l+幼 (n2十1)+r=~司南ただし Q= が-1
特に炉=1のときは
JL=}/(n一抑十1)
とれば Timoshenko4}の b/a=)/m(m十2)と同じ内容であるが，との場合は牛波形童文の
最小を 2と見るべきであるから上式をとる。
とれにJ:クて宇波形教が nから n+1に移る賠 b/aは
1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 
2 1. 73 1.69 1.64 1.58 1. 52 1.46 1.38 
g 2.83 2.76 2.68 2.59 2.49 2.38 2.25 
4 3.87 3.77 3.66 3.56 3.42 3.27 3.08 
(27)'式に上ヲて Qminを計算した値は表一3(c)治J:び園表ー 3(c)である。
がの特定値に封しbJaが増すときの Qminは上記の貼で不連績ではあるが単純に減小ずる。
なた bja=∞に沿げる極限値は
Qmin = (1+ k)2 
とれは III-2.β=0r[)場合わ極小値で・あって同時にその b/a=∞に治ける極限値でもある
から，bja=∞では ν=0，ν=bを固定した影響が消失するのは営然である。
4) Theory of Elasti巴 Stabi1ty
(138 ) 
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い引1.00 1 1.12 1 J十1.50 1 1.75 I 2.00 1 2川口oI 3.50ソ
1.0 6.743 6.116 5.704 5.375 5.290 4.847 4.520 4.406 4.279 4.000 
0.9 6.242 5.693 5.345 5.085 4.922 4.541 4.283 4.151 4.055 3.791 
0.8 5.741 5.270 4.985 4.791 4.554 4.235 4.040 3.894 3.828 3.589 
0.7 5.240 4.847 4.623 4.491 4.186 3.927 3. 792 3.635 3.597 3.373 
0.6 4.737 4.424 4. 259! 4. 182 3.817 3.618 3.531 3.373 3.337 3.149 
0.5 4.236 4.002 3.448 3.308 3.211 3.107 3.062 2.914 
0.4 3.732 3.579 3.517 I 3.308 3.077 2.994 2.886 2.834 2.779 2.665 
7.pt全
園表-3 (C) 
5:ρ 
/.5" 1.7$ 2.‘。 2.5" 
?
?
? ?
??
VI.む す び
p=ρa2(1-1I2)fπ2EL， の最小値を挫屈荷重と呼ぶとととしたが，とれはもとより無名数(固
有値〉で力の dimensionをもクていない。しかし鹿縮力 ρは P に比例するから，版の寸
法が同 A で Ixが等しく ，Iy の値を異にするものにクいて比較するときは，上来のがによ
る Pminの費化は p([) critical value (pcr)の費化と見るととができるoaな同一に保ク℃
bを饗化する場合の遺長比 bfaの影響にクいても同様である。
(139 ) 
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がの影響は周主皇陵件にまた主霊長比にも闘し， ととに同一謹長比に沿いてもかにより挫屈
波形教を異にするととがあるから一層複雑とfJ.り，簡草Z工法則には従わない。
前記
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